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TEOREMA DI GAGLIARDO

In questa nota useremo la notazione
R% = {x = (2/,2q) €R? : 2/ e R 2y > 0}.
1. DISUGUAGLIANZA DELLA TRACCIA IN ]Ri

Lemma 1. Sia ¢ € C(Ki) NCHRYL) una funzione definita su R%. Allora,

/ @(m’,O)dm’g/ V| dx.
Rd—-1 R4

+

Proof. Sia x’ € R%~1. Allora, per ogni r € (0, 1), abbiamo
+oo +oo
o0 < [ loupla il dea < [ Vel o) da
0 0

Integrando in z’, abbiamo la tesi. O

Lemma 2. Sia ¢ € C’(Ri) NCHRYL) una funzione definita su R%L. Allora,

/ <p2(x',0)dac’§/ ¢2dz+/ |Ve|? da.
Rd—1 ]Rd ]Ri

+

Teorema 3 (Teorema della traccia). Sia u € H'(RL). Allora, v € L*(R%1) e

/ uz(x’,O)dx’g/ uzdx—k/ \Vu|? da.
Rd—1 R4 R4

+ +

2. DISEGUAGLIANZA INTEGRALE DI MINKOWSKI

Teorema 4. Siano X C R™, Y C R" due insiemi di misura finita e

F:XxY—>R

una funzione, misurabile, limitata e positiva. Sia p > 1. Allora

</X </Y Fla.y) dy)pdx> ’ < /Y (/X F(z,y)” da:) " dy .

Proof. Definiamo

Allora,

il che conclude la dimostrazione. O



3. DISUGUAGLIANZA DI HARDY INTEGRALE

Teorema 5. Sia f : Ry — R una funzione misurabile, positiva ed a supporto compatto in [0,+00). Siap > 1.

Allora,
/O+OO <313 /Om f(s) ds)p de < (pfl)p/oﬂo F(2)P da.
/;Oo <i /Om £(s) ds)p de = /OHO </01f(tx)dt>p dz

Quindi, per la disuguaglianza integrale di Minkowski,

Gy ) ([ ([ ) )’
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4. TEOREMA DI GAGLIARDO

Proof.

Teorema 6. Sia u € H'(R%). Definiamo la funzione v € L*(R4"1) come

v(z') = u(', xq).

AN /\|2
/ / W dr'dy’ < 8dwd/ |Vu|? dz,
Rd—1 JRd-1 Y| R¢

+

Allora,

dove wq ¢ il volume della palla unitaria in R?.

Proof. Osserviamo che

/ AN 2
Rd—1 JRd—1 |y — /|d Rd—1 JRd—1 |h/|d

Inoltre, per la disuguaglianza triangolare, abbiamo

foa’ +20') — v(a)| < |u(a’ + 21,0) — ula’ + I, [W'])| + [u(a’ + ', W) — u(a’,0)].

Di conseguenza,

/ / + 2}1’/) - 'U( dx/dh' . / / |’U,(ZL'/ + 2h/30) - u(xl + h”? |h/|)‘2 d.’l?/dh/
it Jgas 7| [ [
/ / 'T +h/ |h’/|) —U($/,0)|2 dl’ldhl
Ra-1 JRa-1 ||

= 2/ / J,’ + h/ |h/|) - ’U,(.Z‘/,O)|2 dn'da’
Rd—1 JRd—1 ‘h/‘d '
In coordinate polari, abbiamo

/ / " _ ’ 2 +o00 ’ ’ . ’ 2
[ O [ ) O g
Rd—1 |h/ | d §d—2 7“2

Osserviamo che

(@’ +r6',r) —u(a',0)| =

0

0



Di conseguenza,

/ / (2 + W, 1)) — u(a’, 0)" dh,dx,:/ dx,/ /+°° 1
Rd—1 JRd—1 |h/|d Rd—1 sd—2 Jo

Usando la disuguaglianza di Hardy, otteniamo

/
0

TN Foo
/ / ule’ + 1, |)) = uld, OF g <4/ dac/ / IVul2(2/ + 0't,t) dt do’
Rd—1 JRd—1 |h| Ra-1 Sd—2

§4dwd/ |Vul|? dz. O
R4

i

2
/ \Vu|(z" + 0't,t)dt| drdb’

2

/ Vul(@' + 0t 1) dt
0

+oo
dr < 4/ |Vul?(2/ +0't,t) dt .
0

Corollario 7. Sia By la palla unitaria in R%. Allora, esiste una costante dimensionale Cq > 0 tale che per

ogni u € H*(By)
(z")?
dz' dy’ < Cy||Vul?
/031 /E}Bl |y - x"d LB
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